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Le paradoxe du faux positif 
Gerd Gigerenzer

Une femme de 50 ans (sans symptômes) fait une radiographie mammaire, 
elle est testée positive et veut connaitre sa probabilité d’avoir un cancer ? 

Test du cancer mammaire: 

Quelle est le meilleur estimé de sa probabilité 
                d’avoir un cancer? :                    A) 90%                      B) 50% 
                                                                    C) 10%                      D) 1%

Sensibilité: probabilité que le test soit positif pour une personne malade         

  
    Spécificité: probabilité d'obtenir un test négatif chez les non-malades  

  Prévalence de la maladie dans la population: 
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Interlude: comment avoir l’air brillant grâçe au thèorème de Bayes en 
utilisant les cotes 

Le théorème de Bayes est un peu difficile à calculer de tête 

Une version alternative peut être écrite en terme de cotes
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Facteur de Bayes 

Séparation claire du prior vis à vis de la précision de test
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Variables et champs aléatoires 
Malade/pas malade, positif/pas positif sont des concepts pas très quantitatifs, en 
cosmologie on aura tendance à étudier des variables prenant leurs valeurs dans 
      ou       . On utilisera les densités de probabilités, par exemple 

La cosmologie aura aussi pour objet l’étude des champs stochastiques, où  
on généralisera le concept de probabilité pour un nombre infini  
de variables aléatoires
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Loi normale asymétrique 

Loi normale généralisée
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Le calcul des moments du CMB indique une distribution gaussienne,  
en particulier

Interlude: en pratique on ne connait pas souvent a priori la densité de 
probabilité d’un processus physique, mais on peut l’inférer à partir de la mesure 

de ses moments

Planck  
data



Le calcul des moments du CMB indique une distribution gaussienne,  
en particulier

Indication en faveur de l’inflation et contraintes sur les modèles    

Interlude: en pratique on ne connait pas souvent a priori la densité de 
probabilité d’un processus physique, mais on peut l’inférer à partir de la mesure 

de ses moments

Planck  
data



Cumulative distribution function

Fonction de repartition (cumulative distribution function)



Cumulative distribution function

Complementary cumulative distribution function

Tail distribution  
Exceedance  
One sided p-value  
Survival function 
Reliability  function

This thing has so many names 
 it must be useful



Quel est le degré de désaccord entre ces deux mesures ? 

Pour quantifier ça, partons de l’hypothèse que les deux mesures sont non biaisées, 
indépendantes et que la distribution de probabilité associée à chacune de  
ces mesures est gaussienne.

Exemple I: le problème de la constante de Hubble



Exemple I: le problème de la constante de Hubble

Planck postérieur 
 sur H0

Quel est le degré de désaccord entre ces deux mesures ? 

Pour quantifier ça, partons de l’hypothèse que les deux mesures sont non biaisées, 
indépendantes et que la distribution de probabilité associée à chacune de  
ces mesures est gaussienne.



Définissons la nouvelle variable aléatoire 

Elle suit une distribution:  

Gaussienne :  Toute combinaison linéaire de nombres Gaussiens indépendants 
                          suit une distribution Gaussienne 

De moyenne nulle : dans notre hypothèse où les deux mesures sont non biaisées 

De variance :   

Exemple I: le problème de la constante de Hubble
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Quelle est la probabilité, sous l’hypothèse nulle, d’obtenir  
une valeur plus extrême que celle observée ? 



Soyons honnêtes, le test aurait pu fluctuer dans les deux sens 

Quelle est la probabilité, sous l’hypothèse nulle, d’obtenir la même valeur ou 
une valeur plus extrême que celle observée ? 



On a détaillé pour des raisons pédagogiques mais un algorithme très simple peut  
être utilisé 

1) Calculer le nombre de sigma entre les 2 valeurs mesurées 

2)  La probabilité est donnée par  

Quelle est la probabilité, sous l’hypothèse nulle, d’obtenir la même valeur ou 
une valeur plus extrême que celle observée ? 



Exemple II: interprétation des tests du 

La statistique du       est très fréquemment utilisée en cosmologie, 
  
elle sert notamment à juger de la qualité de l’ajustement (goodness of fit) 
d’un modèle aux données observées, la consistance statistique d’un jeu de données, 
et est aussi utilisée dans le cadre de la sélection de modèles. 

La distribution du       à k degrés de liberté est la distribution de la somme du carré de k 
nombres gaussiens.



Exemple II: interprétation des tests du 
‘Est-ce que le modèle LCDM est un bon fit du spectre TE des données Planck ?’



Exemple II: interprétation des tests du 

p ~ 1% 

‘Est-ce que le modèle LCDM est un bon fit du spectre TE des données Planck ?’



On requiert comme critère que les                      soient ‘proches’ de 1. 

‘Proche’ est extrêmement dépendant du nombre de degrés de liberté considérés. 



Jackknifes

https://arxiv.org/pdf/1610.02360.pdf

En cosmologie les          
sont aussi utilisés dans le cadre de 
‘Jackknifes’ (aussi appelé null tests), 
un ensemble de tests dans lequel on divise 
les données en fonction de différents critères 
pour certifier la stabilité du résultat : 

   



Look elsewhere effect 

Imaginons que l’on conduise un grand nombre de tests sur un jeu de données,  
On plot les        et leurs probabilités associées 

   



Look elsewhere effect 

P = 0.5%, avons nous détecté un problème ? 

Imaginons que l’on conduise un grand nombre de tests sur un jeu de données,  
On plot les        et leurs probabilités associées 

   



Look elsewhere effect 

On a fait 70 tests, la probabilité qu’un des tests ait une p-value < 0.5% est donnée par 

(multiple comparisons, multiplicity or multiple testing problem)

Cet effet a été la cause de plusieurs fausses détections en physique



Look elsewhere effect 

Cet effet a été la cause de plusieurs fausses détections en physique

(multiple comparisons, multiplicity or multiple testing problem)

En règle générale, on veut toujours  
analyser le résultat d’un test dans le  
contexte du nombre de tests effectués, 
on peut par exemple comparer 
l’histogramme des tests effectués  
avec la distribution attendue.

arXiv:2007.07289

On a fait 70 tests, la probabilité qu’un des tests ait une p-value < 0.5% est donnée par 



Comparaison de modèles
Un exemple: The H0 Olympics, a fair ranking of proposed models 

 
https://arxiv.org/pdf/2107.10291.pdf

1) Pour chaque modèle M, on demande pour un jeu de donnée D (Planck 2018 + BAO + 
Pantheon) qui n’inclue pas la mesure SHOES, quelle est la tension résiduelle entre le 
postérieur de H0 inféré à partir de D et celui inféré à partir de SHOES? 

2) Comment l’addition de SHOES au jeu de données impact le fit d’un modèle 
particulier ? 

3) Lorsque le jeu de données D inclut SHOES, est-ce que le fit d’un modèle particulier M 
   est significativement meilleur que LCDM ? 

Critère d'information d'Akaike 



Un exemple: The H0 Olympics, a fair ranking of proposed models 
 

https://arxiv.org/pdf/2107.10291.pdf

Comparaison de modèles



Interlude  
Johny Von Neumann: With four parameters I can fit an 
elephant, and with five I can make him wiggle his trunk

https://gwang.umn.edu/story/2020/03/20/How-to-fit-an-elephant.html



 is not enough

Une inspection visuelle des résidus est toujours très utile 



The devil you know and the one you don’t know



Fonction de probabilité jointe
On aura souvent à étudier des problèmes décrits par un grand nombre de paramètres  
(un grand nombre de variables aléatoires X1, .., XN) 
On introduira donc la densité de probabilité jointe: 

On aura la fonction de répartition jointe 



 Définitions utiles I: Marginale
On défini la distribution de probabilité marginale 

Pour des variables aléatoires indépendantes, la distribution de probabilité jointe est 
le produit des marginales 

On peut aussi marginaliser sur un sous ensemble de variables aléatoires 



Définitions utiles II : Conditionnelle 

On défini la distribution de probabilité conditionnelle 

On peut aussi conditionner un sous ensemble de variables aléatoires sur un autre 



Définitions utiles III : la matrice de covariance 

La matrice de covariance d’un vecteur aléatoire est définie par  

Le coefficient de corrélation de Pearson (matrice de corrélation) est donné par 



Matrice de correlation des paramètres de Planck https://arxiv.org/pdf/1303.5075.pdf



Deux remarques : 

Indépendance non-corrélé
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Deux remarques : 

Indépendance non-corrélé

Si g et P sont des fonctions paires et si le domaine d’intégration est symétrique  
autour de zéro 



Deux remarques : 

Corrélation Causalité 



La loi normale multidimensionnelle 

 Une loi de probabilité multivariée particulièrement utile est la loi normale 
multidimensionnelle

C’est notamment la forme de beaucoup de fonctions de vraisemblance  
en cosmologie 



La loi normale multidimensionnelle 

 Une loi de probabilité multivariée particulièrement utile est la loi normale 
multidimensionnelle

C’est notamment la forme de beaucoup de fonctions de vraisemblance  
en cosmologie 

Si les données prennent la forme 

Modèle Bruit Gaussien de moyenne 0 et covariance 



Pour obtenir la distribution marginale d’un sous ensemble de variables aléatoires 
normales, on doit seulement « enlever » les variables sur lesquelles on marginalise du 
vecteur qui représente la moyenne et de la covariance 



Une application de la marginale: 
Visualisation des ellipses 

 

Suit une distribution du          à deux degrés de liberté 

On veut visualiser l’ensemble des qui ont une probabilité supérieure à 5% 

On utilise la « Percent point function » aussi appelée fonction quantile  

On doit trouver la valeur de y qui satisfait 

95%

68%



Une application de la marginale: 
Visualisation des ellipses 

 

L’ensemble des qui ont une probabilité supérieure à 5% satisferont  

On peut montrer que le contour qui englobe cet ensemble des  

est une ellipse d’axe

Avec         les valeurs propres de la matrice de covariance et  
             
       ses vecteurs propres  





On peut vérifier nos contours en simulant des vecteurs aléatoires à partir de la matrice 
de covariance 

Cholesky
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Cholesky



La distribution conditionnelle d’une loi normale multidimensionnelle est aussi une loi 
normale multidimensionnelle, si on conditionne une partie du vecteur aléatoire 

sur  une autre partie  et si on note :

La conditionelle de étant donné   

est une loi normale multidimensionnelle de moyenne 

et covariance 



sur  une autre partie  et si on note :

La conditionelle de étant donné   

est une loi normale multidimensionnelle de moyenne 

et covariance 

La conditionnelle d’un vecteur aléatoire  
de moyenne nulle peut avoir une moyenne 
non nulle 

La distribution conditionnelle d’une loi normale multidimensionnelle est aussi une loi 
normale multidimensionnelle, si on conditionne une partie du vecteur aléatoire 



Une application de la conditionnelle: inpainting 

 

Le CMB est un champ Gaussien, ici on suppose que le bruit instrumental est aussi 
Gaussien, on conditionne les pixels non observés sur les pixels observés ce qui 
permet de prédire leur valeur la plus probable.

https://arxiv.org/abs/1109.0286



Champ aléatoire
Du point de vue de nos modèles cosmologiques, la distribution observée des galaxies  
ainsi que les fluctuations de température et de polarisation observées du fond diffus 
cosmologique sont contingentes. Nos modèles ne prédisent pas les valeurs 
que prennent ces observables, ils prédisent simplement leurs propriétés statistiques  



Champ aléatoire
Du point de vue de nos modèles cosmologiques, la distribution observée des galaxies  
ainsi que les fluctuations de température et de polarisation observées du fond diffus 
cosmologique sont contingentes. Nos modèles ne prédisent pas les valeurs 
que prennent ces observables, ils prédisent simplement leurs propriétés statistiques  

« Même univers » du point de vue de LCDM
Ces observables sont donc promus au titre de champs aléatoires 



Champ aléatoire
On peut généraliser le concept de variables aléatoires à celui de champ aléatoire 
Imaginons un ensemble de variables aléatoires définies pour chaque élément d’une 
grille d’un pas donné

En notant                       on peut définir un vecteur           de n variables aléatoires 

et sa  distribution de probabilité associée 
Le champ aléatoire peut être défini comme la limite continue où le pas de la grille 
tend vers zéro



Fonctions de corrélations à n points 

Par analogie aux moments d’une variable aléatoire on peut définir les fonctions de 
corrélation à n points du champ 



Le principe cosmologique fait l’hypothèse que les propriétés statistiques de l’Univers  
aux grandes échelles sont homogènes et isotropes 

Homogénéité 

Isotropie  
                          

                                     Un champ est isotrope autour d’un point z si



Une prédiction des modèles les plus simples d’inflation (et confirmée largement par 
Planck) est que les fluctuations initiales suivent une distribution gaussienne

Toute l’information sur un champ Gaussien est contenue dans sa matrice de  
covariance (sa fonction de corrélation à deux points)



Une prédiction des modèles les plus simples d’inflation (et confirmée largement par 
Planck) est que les fluctuations initiales suivent une distribution gaussienne

Une combinaison linéaire de champs Gaussiens suit une distribution Gaussienne. 

      est une fonctionnelle qui représente l’évolution des contrastes de densité générés 
par l’inflation jusqu’à l’émission du CMB

Les phénomènes non linéaires (comme la gravité) vont générer  
des non-gaussiannités, néanmoins, même dans ce cas  
les fonctions de corrélation à 2 points contiennent beaucoup d’information

Toute l’information sur un champ Gaussien est contenue dans sa matrice de  
covariance (sa fonction de corrélation à deux points)



Matrice de covariance



La matrice de covariance ne dépend que des positions relatives 
Homogénéité 

Matrice de covariance



Isotropie 
Pas de directionnalité dans la matrice de corrélation 

Matrice de covariance



Matrice de covariance



https://arxiv.org/pdf/1203.6594.pdf
Boss z  [0.43 to 0.7]

Matrice de covariance



https://arxiv.org/pdf/1203.6594.pdf
Boss z  [0.43 to 0.7]

CMB temperature angular correlation function 

Matrice de covariance



Pour représenter des champs à 3 dimensions on utilisera souvent l’espace de Fourier  

 Cet espace présente différents avantages : 

1) Les calculs théoriques d’évolution des perturbations se font traditionnellement dans 
l’espace de Fourier  

2) La base que représente les modes de Fourier diagonalise la matrice de covariance 
3) Il est naturel d’implémenter des « coupures d’échelles » 

L’analogue de la fonction de corrélation à deux points est le spectre en puissance 





Fonction de corrélation dans l’espace de 
Fourier 



Coordonnées de Jacobi

Fonction de corrélation dans l’espace de 
Fourier 



Les différents modes de Fourier sont  
indépendants les uns des autres 

Fonction de corrélation dans l’espace de 
Fourier 



Spectre en puissance angulaire
Sur la sphère l’équivalent de la base de Fourier est la base des 
harmoniques sphériques  

On peut définir un spectre en puissance angulaire ainsi qu’une fonction de  
corrélation angulaire

Polynôme de Legendre 



Planck collaboration



https://arxiv.org/pdf/1809.09603.pdf







Estimation des spectres en puissance 
angulaire du CMB



La définition du spectre en puissance étant 

On peut définir un estimateur

Cet estimateur est non biaisé



On peut calculer la variance de cet estimateur

Pour conclure on a besoin de calculer 



Pour calculer ce terme on va utiliser plusieurs propriétés 

1) Les transformations linéaires sur des champs gaussiens suivent une statistique 
Gaussienne

Gaussien
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Pour calculer ce terme on va utiliser plusieurs propriétés 

Gaussien
Gaussien

2) Le théorème de Wick 

1) Les transformations linéaires sur des champs gaussiens suivent une statistique 
Gaussienne



Le théorème de Wick
On peut décomposer la fonction à N points d’un champ Gaussien  
en somme de produits  de fonctions de corrélation à deux points

Dans le cas d’une fonction de corrélation à 4 points 

La somme est faite sur toutes les paires de (1…n)  













Ce terme représente l’incertitude inhérente à toute mesure de  
spectre en puissance, il est connu sous le nom de  cosmic variance et est irréductible. 
Notre mesure est intrinsèquement limitée par le fait que nous n’avons accès qu’à une 
« réalisation » de l’univers 



Il existe un analogue pour la variance cosmique du spectre en puissance de la 
matière à trois dimensions 

Le dénominateur est le nombre de modes:  le nombre de « m » par l 



Biais de bruit

Le bruit va biaiser l’estimateur et augmenter sa variance 

En réalité toute observation est impactée par des sources de bruit



Biais de bruit

Le bruit va biaiser l’estimateur et augmenter sa variance 

Notez que quand Nl=0 on retrouve 
 bien la variance cosmique 

En réalité toute observation est impactée par des sources de bruit



On peut débiaiser l’estimateur de spectre de différentes façons  
1) Soustraire un modèle de bruit formé à partir de nos connaissances de l’instrument 
2) Faire des cross corrélations  

Biais de bruit
En réalité toute observation est impactée par des sources de bruit



Cross corrélations



Cross corrélations



Cross corrélations



Cross corrélations
Variance 

Vs 



Cross corrélations
Variance 

Vs 

En général pour K splits de données 



Effet du masque 



Effet du masque 

https://www.aanda.org/articles/aa/pdf/2016/10/aa25936-15.pdf



Effet du masque 

https://arxiv.org/pdf/1809.09603.pdf



Effet du masque 



Effet du masque 

Le masque brise l’homogénéité du champ et introduit un couplage 
 entre les différents modes 

Si W(n)=1, cette intégrale vaut 



Effet du masque 



Effet du masque 



 + Xpol,  
    Xpure,  
 Polspice



Un mot sur les champs de spin supérieur

Le champ de densité et le champ de température du CMB sont 
des champs scalaires (i.e de spin 0) leur valeur ne dépend pas du système de 
coordonnées utilisé.

A l’inverse le champ de polarisation du fond diffus cosmologique ainsi que 
le champ de cisaillement gravitationnel des galaxies sont des champs de spin 2, 
leurs valeurs en un point donné dépend du système de coordonnées.



Par exemple le champ de polarisation est défini en termes des paramètres de Stokes  
qui quantifient la direction de polarisation du champ électrique E des photons du CMB

Un mot sur les champs de spin supérieur



Les paramètres de Stokes ne sont pas invariants sous un changement de coordonnées

On remarque que si 

Cette propriété fait du champ de polarisation un champ de spin 2 

C’est aussi la raison pour laquelle on peut représenter le champ de polarisation 
comme un champ de vecteurs « sans tête »

Un mot sur les champs de spin supérieur



Champ de polarisation



Décomposition en modes E et B 
Pour prendre en compte la transformation des paramètres de Stokes suivant une 

transformation de coordonnées on peut les écrire sous la forme d’un tenseur



Décomposition en mode E et B 
Pour prendre en compte la transformation des paramètres de Stokes suivant une 

transformation de coordonnées on peut les écrire sous la forme d’un tenseur

On peut toujours décomposer un champ tensoriel de spin 2 en la somme de deux 
champs, un champ scalaire et un champ pseudo-scalaire 

De la même façon qu’on peut toujours décomposer un champ vectoriel en une partie 
scalaire et une partie rotationnelle 

Modes E de polarisation Modes B de polarisation 



Décomposition en mode E et B 
Pour prendre en compte la transformation des paramètres de Stokes suivant une 

transformation de coordonnées on peut les écrire sous la forme d’un tenseur

On peut toujours décomposer un champ tensoriel de spin 2 en la somme de deux 
champ, un champ scalaire et un champ pseudo-scalaire 

De la meme façon qu’on peut toujours décomposer un champ vectoriel en une partie 
scalaire et une partie rotationnel 

Modes E de polarisation Modes B de polarisation 



Cette décomposition a un réel intérêt, la plupart des phénomènes physiques dans  
l’Univers primordial ne génèrent que des modes E. Une possible détection des modes  
B de polarisation pourrait être la trace de la propagation d’ondes gravitationnelles  
primordiales générées pendant la phase d’inflation de l’Univers.



En ce qui concerne le cisaillement gravitationnel des galaxies, seul des modes E 
sont générés au 1er ordre, les modes B peuvent donc servir à tester la présence de  
possibles contaminations du signal (astrophysique ou instrumental) 

Modes E : Dark energy survey (year 1) 

https://arxiv.org/pdf/2010.09717.pdf



https://arxiv.org/pdf/2010.09717.pdf

Modes B : Dark energy survey (year 1) 

En ce qui concerne le cisaillement gravitationnel des galaxies, seul des modes E 
sont générés au 1er ordre, les modes B peuvent donc servir à tester la présence de  
possibles contaminations du signal (astrophysique ou instrumental) 



Un champ aléatoire est non-corrélé aux grandes échelles, si 

Si un champ est homogène et non corrélé aux grandes échelles, 
la différence entre la moyenne spatiale d’une région S de volume V 

où      est une réalisation du champ, et la moyenne d’ensemble  

est proportionelle a 1/sqrt(V)

Ce fait, appelé principe Ergodique assure que l’on 
 peut estimer des fonctions de corrélations à partir d’une seule réalisation !

Principe ergodic (if time)



Estimation de paramètres



Exemple: un modèle physique polynomial

On suppose qu’on a N mesures d’un phénomène physique qui évolue en fonction du  
redshift et un bruit instrumental qui suit une loi normale  
  
On veut décrire les données par une loi physique qui prend la forme d’un polynôme 
d’ordre m  

et estimer les paramètres de cette loi 



Exemple: un modèle physique polynomial

On a accès à un ensemble de mesures pour différent redshifts

Notre modèle pour ces données peut s’écrire 



Exemple: un modèle physique polynomial

Paramètres  
du modèle 

On peut l’écrire sous une forme matricielle 



Exemple: un modèle physique polynomial

Le bruit sur les données suit une loi normale de covariance 

On peut écrire la vraisemblance des données étant donné le modèle 
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Exemple: un modèle physique polynomial

Le bruit sur les données suit une loi normale de covariance 

On peut écrire la vraisemblance des données étant donné le modèle 

Estimer les paramètres                           du modèle revient à maximiser  

la vraisemblance  



Exemple: un modèle physique polynomial
Maximiser la vraisemblance                     est équivalent à maximiser le log  

de la vraisemblance
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Exemple: un modèle physique polynomial
Maximiser la vraisemblance                     est équivalent à maximiser le log  

de la vraisemblance

La vraisemblance sera maximisée si 



Exemple: un modèle physique polynomial

 La solution de ce système est donnée par l’estimateur 

Cela reste vrai meme si notre modèle 
pour les erreurs sur les données           est faux !

(                           )

L’estimateur de a est non biaisé



Exemple: un modèle physique polynomial

 La solution de ce système est donnée par l’estimateur 

De la même façon on peut calculer la covariance de a 



Exemple: un modèle physique polynomial



Exemple: un modèle physique polynomial



On peut réduire les corrélations entre paramètres en changeant la paramétrisation 



Interlude: l’équation du map making 

Time sample

Valeur de la carte dans le pixel



Interlude: l’équation du map making 

https://arxiv.org/pdf/1610.02360.pdf



Maximisation du postérieur par la 
méthode de Monte Carlo par chaines 

de Markov

Une méthode de Monte-Carlo désigne toute méthode visant à calculer une valeur 
numérique en utilisant des procédés aléatoires, c’est-à-dire des techniques 
probabilistes.

Un processus de Markov est un processus stochastique possédant la propriété de 
Markov : l'information utile pour la prédiction du futur est entièrement contenue dans 
l'état présent du processus et n'est pas dépendante des états antérieurs  
(le système n'a pas de « mémoire »)



Le but est d'obtenir un échantillonnage aléatoire d'une distribution de probabilité 
quant l'échantillonnage direct est difficile. 

Intégrale à N dimension

Maximisation du postérieur par la 
méthode de Monte Carlo par chaines 

de Markov



Algorithme de Metropolis Hasting

 1) Initialisation: choisir un point arbitraire          pour être le premier échantillon 

 2) Choisir une probabilité de transition (proposal)                  un choix usuel est une  

     distribution Gaussienne centrée sur        et de covariance  

3) A chaque itération i, tirer aléatoirement un candidat            selon le proposal. 

4) Calculer le taux d’acceptation 

5) Tirer un nombre aléatoire uniforme       entre [0,1], si 
     
   

On défini

Accepter le candidat 

Rejeter le candidat 



Algorithme de Metropolis Hasting

On se déplace dans l’espace des paramètres, si on cherche à se déplacer vers un état 
plus probable que l’état actuel le déplacement est toujours accepté. 

Si on se déplace vers un état moins probable, le déplacement peut être accepté ou 
rejeté, le taux de rejet est d’autant plus probable que la chute de densité de probabilité  
est élevée.  

La marche aléatoire tend à visiter préférentiellement les régions de l’espace des 
paramètres où le postérieur est élevé, mais visite occasionnellement des régions de 
moindre densité ce qui lui évite de rester piégée dans des maxima locaux. 

La méthode permet d’échantillonner efficacement le postérieur sans jamais avoir  
à calculer des intégrales du type



Retournons à notre exemple 



Burn in

On plot la chaine qui correspond à b0



Burn in

(Zoom)

On plot la chaine qui correspond à b0











Un diagnostic de la convergence: Gelman-Rubin statistic  

Faisons tourner J chaines en parallèle, et dénotons les différents échantillons de la 
chaine j (après burn in) par 

Pour chacune des chaines on peut calculer la valeur moyenne 

On peut aussi calculer la valeur moyenne de l’ensemble des 
échantillons de toutes les chaines 
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Un diagnostic de la convergence: Gelman-Rubin statistic  

Faisons tourner J chaines en parallèle, et dénotons les différents échantillons de la 
chaine j (après burn in) par 

Pour chacune des chaines on peut calculer la valeur moyenne 

On peut aussi calculer la valeur moyenne de l’ensemble des 
échantillons de toutes les chaines 

On estime 2 variances : 

1) la variance de la moyenne de chacune des chaines  

2) la moyenne de la variance dans chaque chaîne  

En préparant ce cours je suis tombé sur une dizaine de définitions différentes 
pour R, par exemple 

mais elles sont toute une indication de la convergence de la chaine,  
Quant N est grand et quant B          0,  R        1

UNE statistique de Gelman-Rubin est donnée par 

W
AR

N
IN

G



Il existe beaucoup de méthodes de mcmc pour 
accélérer la convergence 

Adaptative MCMC:  
Adapte la taille du proposal pendant le calcul de la chaine, par 
exemple  :
https://arxiv.org/pdf/1804.07261.pdf

Hamiltonian Monte Carlo: 
Utilise les dérivées de la likelihood pour réduire la corrélation entre 
différents états  successifs en proposant des sauts vers des états 
distants qui maintiennent de fortes probabilités d’acceptances. 
 

Echantillonnage de Gibbs (Gibbs sampling): 
Une autre méthode mcmc pour les cas où échantillonner les 
conditionnelles est plus simple qu’échantillonner la distribution jointe 



Exemple d’estimation de paramètres pour 
les observations CMB
https://arxiv.org/pdf/1301.0776.pdf



Paramètres du CMB

Exemple d’estimation de paramètres pour 
les observations CMB
https://arxiv.org/pdf/1301.0776.pdf

Paramètres du modèle 
d’avant plan



Paramètres du modèle 
d’avant planParamètres du CMB

CMB ne dépend pas de la fréquence d’observation 

Exemple d’estimation de paramètres pour 
les observations CMB



Paramètres du CMB

CMB ne dépend pas de la fréquence d’observation 

Exemple d’estimation de paramètres pour 
les observations CMB

Paramètres du modèle 
d’avant plan



Exemple d’estimation de paramètres pour 
les observations CMB
Exemple d’estimation de paramètres pour 
les observations CMB

Typiquement on veut sampler le postérieur : 

Et on le fait à l’aide de l’algorithme de Metropolis Hasting, avec la likelihood 



Exemple d’estimation de paramètres pour 
les observations CMB
Exemple d’estimation de paramètres pour 
les observations CMB

A chaque étape de la chaine on doit donc recalculer le résidu 

comme les paramètres du modèle changent. 

C’est typiquement ce qui prend du temps dans les MCMC en cosmologie,  
on doit refaire tourner un code de Boltzmann (type CLASS/CAMB) à chaque pas  
pour recalculer le modèle (et l’execution typique de ce genre de code est de quelques 
secondes) 

Généralement ces chaines mettent quelques jours à converger sur des  
machines modernes 





  

On doit échantillonner la distribution de probabilité jointe de  

LCDM a 6 paramètres libres (+ pour les extensions) et le modèle considéré ici a 9 
paramètres pour décrire les émissions d’avant plan. 
Le temps de convergence des chaines dépend du nombre de paramètres

R & D: accélérer l’estimation des paramètres cosmologiques 
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On doit échantillonner la distribution de probabilité jointe de  

LCDM a 6 paramètres libres (+ pour les extensions) et le modèle considéré ici a 9 
paramètres pour décrire les émissions d’avant plan. 
Le temps de convergence des chaines dépend du nombre de paramètres

L’idée est la suivante, plutôt que d’essayer d’estimer directement 
les paramètres du CMB, on va plutôt estimer la valeur du spectre 
en puissance du CMB conjointement avec les paramètres d’avant plan

A priori c’est une mauvaise idée il y a plus de 
bins mesurés dans le spectre du CMB 
que de paramètres dans LCDM

R & D: accélérer l’estimation des paramètres cosmologiques 



R & D: accélérer l’estimation des paramètres cosmologiques 

Mais: il est facile d’échantillonner les conditionnelles et on peut donc utiliser 
l’échantillonnage de Gibbs 

L’idée est la suivante, pour échantillonner une distribution de probabilité jointe

on peut alternativement échantillonner les conditionnelles 

Après une période de burn in, les échantillons seront bien représentatifs de la  
distribution de probabilité jointe



  

Repartons de notre vraisemblance 

qui devient 



  

La clef est que maintenant                 entre de façon linéaire dans le modèle



  

La clef est que maintenant                 entre de façon linéaire dans le modèle

Pour des paramètres d’avant plan fixés, on peut donc directement écrire  
le postérieur pour  

Qui sera simplement une distribution gaussienne de moyenne 

et covariance 



Tirer un nombre aléatoire à partir d’une distribution gaussienne de moyenne et 
covariance connues est trivial, cette étape est donc triviale:

On utilise par contre Metropolis pour échantillonner le postérieur  
des paramètres de fg (car non Gaussien), mais pas besoin d’utiliser un code de 
Boltzmann donc rapide



148 GHz x 218 GHz

218 GHz x 218 GHz

148 GHz x 148 GHz

En utilisant les résultats de la chaine de Markov on a accès à l’ensemble des   
et la matrice de covariance, après marginalisation sur les paramètres d’avant plan 

On peut alors directement mesurer les paramètres cosmologiques à partir de 
ce nouveau jeu de données « CMB only »

https://arxiv.org/pdf/1301.0776.pdf



Un autre exemple de possibilité de Gibbs sampling : pour les surveys de galaxies type 
LSST (slide de Anze Slosar et David Alonso)



Un mot sur les priors 
(e.g https://arxiv.org/pdf/2003.07355.pdf)

Un prior plat sur un paramètre x n’est en général pas plat sur un paramètre dérivé y 

Exemple EDE: on suppose qu’il y a un nouveau composant dans l’Univers, un champ 
scalaire qui évolue dans un potentiel,  décrit par trois paramètres 

On change de paramétrisation pour quelque chose qui a plus de sens  
d’un point de vue cosmologique:  

le redshift pour lequel l’EDE atteint son maximum en tant que fraction de densité de 
l’univers, et la fraction de densité d’énergie correspondante 

https://arxiv.org/pdf/2003.07355.pdf


Des priors plats dans la paramétrisation cosmologique ne sont pas plats dans la 
paramétrisation microphysique 



(From Antony Lewis)Un mot sur la visualisation 

https://github.com/cmbant/notebooks/blob/master/Growth-Of-Structure-21_CMB.ipynb


