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Le paradoxe du faux positif

Gerd Gigerenzer

Test du cancer mammaire:

Une femme de 50 ans (sans symptomes) fait une radiographie mammaire,
elle est testée positive et veut connaitre sa probabilité d’avoir un cancer ?

Sensibilite: probabilite que le test soit positif pour une personne malade
P(+|M) = 90%

Spécificite: probabilitée d'obtenir un test negatif chez les non-malades
P(—|-M) = 91%

Prevalence de la maladie dans la population:

P(M) = 1%

Quelle est le meilleur estimé de sa probabilité
d’avoir un cancer? : A) 90% B) 50%
C) 10% D) 1%
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Le paradoxe du faux positif

Gerd Gigerenzer

Test du cancer mammaire:

Une femme de 50 ans (sans symptomes) fait une radiographie mammaire,
elle est testée positive et veut connaitre sa probabilité d’avoir un cancer ?

Sensibilite: probabilite que le test soit positif pour une personne malade
P(+|M) = 90%

Spécificite: probabilitée d'obtenir un test negatif chez les non-malades
P(—|-M) = 91%

Prevalence de la maladie dans la population:

P(M) = 1%

P(+|M)P(M) _ P(+|M)P(M)
P(+) - P(+|M)P(M) + P(+|-M)P(-M)
P(+|M)P(M) B 90% x 1%
P(+|M)P(M) + [1 — P(—|-M)][1 — P(M)]  90% x 1% + 9% x 99%

P(M|+)

~ 9%




Prior
(probabilité a priori: avant I’acquisition des données)

sy = PEDOPOD

Vraisemblance

(probabilité A POSTERIORI (Likelihood)

étant donné le résultat du test)
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(probabilité a priori: avant I’acquisition des données)

P(M|+)

AN
Evidence

(marginal likelihood)

Posterieur _
(probabilité A POSTERIORI Vraisemblance
étant donné le résultat du test) (Likelihood)



Interlude: comment avoir I’air brillant grace au theoreme de Bayes en
utilisant les cotes

Le théoreme de Bayes est un peu difficile a calculer de téte

P(+|M)P(M)
(+[M)P(M) + [1 = P(=|=M)|[1 — P(M)]

P(M|+) =
(M|+) = -
Une version alternative peut étre écrite en terme de cotes

P(M)=1% — C(M)=1:99
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Facteur de Bayes

Séparation claire du prior vis a vis de la précision de test
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Variables et champs aleatoires

Malade/pas malade, positif/pas positif sont des concepts pas tres quantitatifs, en
cosmologie on aura tendance a étudier des variables prenant leurs valeurs dans
[R ou N . On utilisera les densités de probabilités, par exemple

P (TCMB |dcobe)
P(thQ, Qbh27 Ns, A87 9MC7 T, W0, Wa, Z mV|d003m010gy)

La cosmologie aura aussi pour objet I’étude des champs stochastiques, ou
on généralisera le concept de probabilité pour un nombre infini
de variables aléatoires

PloTem (7)), Plp(Z))



Propriétées
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Propriétées

/PX P(a < X < b)

PX( )dz =1

—0O0

Moments de la variable aléatoire

p —+00
Esperance _ R
(valeur moyenne) EX)=(X)=X=p= /_OO zPx (z)dx
+00
Variance  V(X) = 02 = E[(X — E(X))?] = / (z — 1)*Px (z)dz
Coefficient . /X y 3
d’asymétrie Y1 = ( )
(Skewness) i o | \ O pour une variable

d’aplatissement 72 =K
(Kurtosis)

o _ ] aléatoire Gaussienne
Coefficient ( X _ ,u)4 /
, : -3




Non gaussianite

Loi normale asymétrique

r—E€

]. _M @ w —t2/2
P(r;e,w,a) = —e 202 e dt

WTT oo

o =(0 — Gaussien

Loi normale généralisée

5 ()

P(x;aﬁau) — 2(1F(1/,B)e °

8 =2 —— Gaussien
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Interlude: en pratique on ne connait pas souvent a priori la densité de
probabilité d’un processus physique, mais on peut I'inférer a partir de la mesure
de ses moments

Planck
data

—500 I N 500 uK

Le calcul des moments du CMB indique une distribution gaussienne,
en particulier (57 (7,)6T (712)6T (723)) ~ 0



Interlude: en pratique on ne connait pas souvent a priori la densité de
probabilité d’un processus physique, mais on peut I'inférer a partir de la mesure
de ses moments

Planck
data

—500 I N 500 uK

Le calcul des moments du CMB indique une distribution gaussienne,
en particulier (57 (7,)6T (712)6T (723)) ~ 0

» Indication en faveur de l’'inflation et contraintes sur les modeles



Cumulative distribution function

Fonction de repartition (cumulative distribution function)

/ Px(x P(—oo< X <z)=P(X <1
Densité de probabilite Fonction de repartition
0.45 1.0
0.40 -
0.35 - 0.85
0.30 -
0.6 -
0.25 -
0.20 A
0.4 -
0.15 -
0.10 - e
0.05 -
0.00 . ; : 0.0




Cumulative distribution function

Complementary cumulative distribution function

Fx(x) :P(X >£IZ) = ].—Fx(a?)

Tail distribution
Exceedance

\

045 Densite de probabilite o Exceedance One sided p-value
Survival function
0.40 - - ey -
Reliability functio
0.35 - 081
0.30 -
0.6 _ ]
0.25 - This thing has so many names
0.20 1 it must be useful
0.4
0.15 A
0.10 - 0.2 -
0.05 - :
|
0.00 . . . 0.0 |



Exemple I: le probleme de la constante de Hubble

HE'ank  — 6736 4 0.54 km/s/Mpc
Htess 73.2 £ 1.3 km/s/Mpc

Quel est le degré de désaccord entre ces deux mesures ?

Pour quantifier ca, partons de I’hypothese que les deux mesures sont non biaisées,
indépendantes et que la distribution de probabilité associée a chacune de
ces mesures est gaussienne.
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Exemple I: le probleme de la constante de Hubble

Définissons la nouvelle variable aléatoire
L Riess Planck

Elle suit une distribution:

Gaussienne : Toute combinaison linéaire de nombres Gaussiens indépendants
suit une distribution Gaussienne

De moyenne nulle : dans notre hypothese ou les deux mesures sont non biaisées

De variance - Uz(AH()) _ 0_2 (HgﬁeSS) + 0_2 (Hglanck>

P(AHp) = G(0,0%(AH)y))




Exemple I: le probleme de la constante de Hubble
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Exemple I: le probleme de la constante de Hubble

P(AH)

10-1é
10-2é
10-3é
10-4é
10-5é
10-5é

1077 5




Quelle est la probabilité, sous I’hypothese nulle, d’obtenir
une valeur plus extréme que celle observée ?

_ T 1 :13’2
Fap (z) = P(AHy >z) = 1-— / exp [ — da!
’ —oo OAH, V2T 207 1,

= 1-— % (1 + erf (x/\/ﬁﬂAHo))

P(AH,) FaH,

1071
] 1071 1

1072 3
-3

10 10-3 4

1074 3

1075 - 107 1

1076 1

] 1077 -
1077 5

P(AHy >5.84) = 1.67x107°



Quelle est la probabilité, sous I’hypothese nulle, d’obtenir la méme valeur ou
une valeur plus extréme que celle observée ?

Soyons honnétes, le test aurait pu fluctuer dans les deux sens

P(AH,)

1071 -
102 -
1073 -

1074 3

P(|AHy | >5.84) = 3.34x107°



Quelle est la probabilité, sous I’hypothese nulle, d’obtenir la méme valeur ou
une valeur plus extréme que celle observée ?

On a détaillé pour des raisons pédagogiques mais un algorithme tres simple peut
étre utilisé

1) Calculer le nombre de sigma entre les 2 valeurs mesurées

NG _ | H(g{iess . Hglanck|

\/ 0.2 ( Hgﬁess) 4 0.2 ( H(l;lanck)

2) La probabilité est donnée par

N,
P(|AH AHy) > N, 1 —erf [ —
(AH, |/o(AHy) > Ny) = 1-ert (J2)
3.34 x 107°



Exemple Il: interprétation des tests du X2

La distribution du X2 a k degrés de liberté est la distribution de la somme du carré de k
nombres gaussiens.

. _ 1 —x/2,.k/2—1
sz(a:, k) — 2k/2P(k/2)e / X /

La statistique du X2 est tres frequemment utilisée en cosmologie,
elle sert notamment a juger de la qualité de I’ajustement (goodness of fit)

d’un modele aux données observées, la consistance statistique d’un jeu de données,
et est aussi utilisée dans le cadre de la sélection de modeles.

N o rd —m\2
XQ _ Z(ZO_. z)

=1
X (d—m)'C~(d—m)




Exemple Il: interprétation des tests du X2

‘Est-ce que le modele LCDM est un bon fit du spectre TE des données Planck ?’

- 140

g
: [ 70
— 4 [
g T
8 0
& o _
| - -70
4] .
i - -140
8 o e :25
o 41 s AT e e T :
G o] Attt M
8 - | ’ L [ 25
TE, full, binned ............. 30-1996

A&A 641, A5 (2020)
https://doi.org/10.1051/0004-6361/201936386
© Planck Collaboration 2020

log(L) ngf Nof
—428.68 857.36 762



Exemple Il: interprétation des tests du X2

‘Est-ce que le modele LCDM est un bon fit du spectre TE des données Planck ?’

o [ 140
| [ A&A 641, AS (2020)
] - 70 https://doi.org/10.1051/0004-6361/201936386
— 47 [ © Planck Collaboration 2020
%] P
& o |
] - -70
4 _
] - -140
8 o - I 25
w4 e TRt O I i
§ o]ttt i i
_ R g 2
8 N log(£) X eff N dof
TE, full,binned ... .......... 30-1996 —428.68 857.36 762

thibautlouis®mbp-de-thibaut ~ % ipython

Python 3.7.6 (default, Dec 22 2019, 01:09:06)

Type 'copyright', 'credits' or 'license' for more information
IPython 7.12.0 —— An enhanced Interactive Python. Type '?' for help.

In [1]: from scipy.stats import chi2

In [2]: print(1 - chi2.cdf(857.36, 762)) > ~ 10
0.009025337969493563 p 1 /O



x> /DoF

* /DoF

On requiert comme critére que les X soient ‘proches’ de 1.

‘Proche’ est extrémement dépendant du nombre de degrés de liberté considérés.

40 1

P(x2/DoF > 1.05) (%)
(] = N N w W
°© v o v o ©

9y

10 200 500 1000 2000 3000
DoF



TABLE 3
NULL TESTS USING cUSTOM MAPS (PA1, PA2)

Jackknifes

Test Spectrum PA1 PA2
x?/dof P.T.E x?/dof P.T.E
Scan pattern 1 TT 0.82 0.83 1.00 0.47
v Scan pattern 2: EE 0.91 0.66 0.72 0.94
(0-1)x(2-3) TE 0.99  0.49 0.80  0.85
TB 1.13  0.25 0.86  0.76
EB 1.15  0.21 0.93  0.61
BB 0.66  0.97 0.83  0.81
P Scan pattern 1 TT 113 0.24 1.19  0.17
= v Scan pattern 2: EE 0.67 0.97 1.12 0.25
En cosmologle les X (0-3)x(1-2) TE 0.99 050  0.83  0.80
. = ” TB 0.85  0.77 0.81  0.84
sont aussi utilises dans le cadre de EB 095 058 098 053
, BB 0.96  0.55 0.75  0.91
¢ - y -
JaCkknlfeS (aUSSI appele nu" teSts), Detectors: TT 0.98 0.51 0.89 0.69
. . Fast v slow EE 0.78  0.88 0.72  0.94
un ensemble de tests dans lequel on divise TE 094 059 087 074
Y 4 ] ] V 4 ] N\
les donnees en fonction de differents criteres EB 081 081 068 096
] ] mgm r V 4
pour certifier la stabilite du resultat : PWV: TT 099 049  LI8 0.18
High v low EE 0.84  0.78 0.90  0.68
TE 0.72  0.94 0.71  0.94
TB 0.75  0.91 0.77  0.89
EB 0.98  0.52 0.96  0.56
BB 0.65  0.98 094  0.60
Pick up: TT 1.14  0.22 094 061
EE 0.83  0.81 0.64  0.98
TE 0.87  0.74 0.88  0.72
TB 0.83  0.80 0.95  0.58
d d 9 EB 0.64  0.98 095  0.58
X2 first—half second—half BB 1.00  0.47 0.83  0.81
— Moon: TT 082  0.82 1.08  0.32
HUII O'(Ad) more aggressive EE 1.40 0.03 1.18 0.17
cut TE 1.30  0.07 0.68  0.97
TB 092  0.64 091  0.66
EB 1.01  0.45 0.96  0.55
BB 0.90  0.67 1.22 013
Wafers: TT 1.02 0.44
Hex1+hex3 EE 1.08 0.33
v hex 2+semis TE 1.29 0.07
TB 0.59  0.99
EB 1.03  0.42
BB 054  0.99

https://arxiv.org/pdf/1610.02360.pdf



Look elsewhere effect

Imaginons aue I’on conduise un grand nombre de tests sur un jeu de données,
On plot les X2 et leurs probabilités associées

\f J\//\V/\ﬂ/\%/\mh/\ A
W

2
Xnull

p(X2 > sznesure) (%)
_—
I——

50

index du test index du test



Look elsewhere effect

Imaginons que I’on conduise un grand nombre de tests sur un jeu de données,
On plot les X2 et leurs probabilités associées

XZ
null
g 3

o
WAV

VAT

Ll

,O(X2 > sznesure) (%)

<

N

index du test

0 10 20 30 40 50
index du test

P = 0.5%, avons nous détectée un probleme ?



Look elsewhere effect

(multiple comparisons, multiplicity or multiple testing problem)

On a fait 70 tests, la probabilité qu’un des tests ait une p-value < 0.5% est donnée par

p=1—(0.995)Ntest = 30%

Cet effet a été la cause de plusieurs fausses détections en physique
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En regle générale, on veut toujours
analyser le résultat d’un test dans le
contexte du nombre de tests effectués,
on peut par exemple comparer
I’histogramme des tests effectués
avec la distribution attendue.



Comparaison de modeles

Un exemple: The HO Olympics, a fair ranking of proposed models

https://arxiv.org/pdf/2107.10291.pdf

1) Pour chaque modele M, on demande pour un jeu de donnée D (Planck 2018 + BAO +
Pantheon) qui n’inclue pas la mesure SHOES, quelle est la tension résiduelle entre le
postérieur de HO inféré a partir de D et celui inféré a partir de SHOES?

ID — TSHOES
2 2 1/2
(63 + 03nors) Y

2) Comment ’addition de SHOES au jeu de données impact le fit d’'un modele
particulier ?

2 9 2
AX* = Xmin, D+SHOES — Xmin,D

3) Lorsque le jeu de données D inclut SHOES, est-ce que le fit d’un modele particulier M
est significativement meilleur que LCDM ?

AAIC = Xpin M — Xmin,AcDM T 2(Nat — Nacpm)

Critére d'information d'Akaike



Comparaison de modeles

Un exemple: The HO Olympics, a fair ranking of proposed models

https://arxiv.org/pdf/2107.10291.pdf

Gaussian  @QpmAp

Model A Nparam Mp Tension  Tension Ax? AAIC Finalist
ACDM 0 —19.416 +0.012 4.40 4.50 X 0.00 0.00 X X
ANy, 1 —19.395 +0.019 3.60 3.90 X | —4.60 —-2.60 X X

SIDR 1 —19.385 £+ 0.024 3.20 3.60 X | =307 —-1.77 X X

DR-DM 2 —19.413 £ 0.036 3.30 3.40 X | =782 =382 X X

mixed DR 2 —19.388 4+ 0.026 3.20 3.70 X | —6.40 —240 X X

SIv+DR 3 —19.440 £+ 0.038 3.70 3.90 X | —3.56 244 X X

Majoron 3 —19.380 4+ 0.027 3.00 2.90 v | —13.714 7714 V v

primordial B 1 —19.390 £ 0.018 3.50 3.50 X | —-10.83 —8.83 V v @

varying m. 1 —19.391 £ 0.034 2.90 3.20 X | =987 =787 Vv v @

varying m..+2 2 —19.368 £+ 0.048 2.00 1.70 v | =16.11 -12.11 V v

EDE 3 —19.390 £ 0.016 3.60 1.60 v | —20.80 —14.80 V v

NEDE 3 —19.380 £ 0.021 3.20 2.00 v | =17.70 -11.70 V v

CPL 2 —19.400 £ 0.016 3.90 4.10 X | —423 -023 X X

PEDE 0 —19.349 +0.013 2.To 2.00 v 4.76 4.76 X X

MPEDE 1 —19.400 £ 0.022 3.60 4.00 X | =221 -0.21 X X

DM — DR+WDM 2 —19.410 £ 0.013 4.20 4.40 X | —-418 —-0.18 X X

DM — DR 2 —19.410 £0.011 4.30 4.20 X 0.11 411 X X



Interlude
Johny Von Neumann: With four parameters | can fit an
elephant, and with five | can make him wiggle his trunk

Author: Piotr A. Zolnierczuk (zolnierczukp at ornl dot gov)

Based on a paper by:

Drawing an elephant with four complex parameters
Jurgen Mayer, Khaled Khairy, and Jonathon Howard,
Am. J. Phys. 78, 648 (2010), DOI:10.1119/1.3254017 80

won

import numpy as np
import pylab

pl, p2, p3, p4 = (50 - 30j, 18 + 8j, 12 - 10j, -14 - 6037 )
p5 = 40 + 20j
def fourier(t, C): 40
f = np.zeros(t.shape)
A, B = C.real, C.imag
for k in range(len(C)):
f = f + A[k]*np.cos(k*t) + B[k]*np.sin(k*t) 20

return f

def elephant(t, pl, p2, p3, p4, p5):
npar = 6 0 =
Cx = np.zeros((npar,), dtype='complex')

Cy = np.zeros((npar,), dtype='complex')

Cx[1] = pl.real*1j __20 -
Cx[2] = p2.real*1lj
Cx[(3] = p3.real

Cx(5] = pd.real

—40

Cy(l] = pd.imag + pl.imag*1j
Cy(2] = p2.imag*1lj

Cy[3] = p3.imag*1lj

X = np.append(fourier(t,Cx), [-p5.imag]) —60
y = np.append(fourier(t,Cy), [p5.imag])

return x,y _'60 _'40 _'20 O 20 40 60

X, y = elephant(np.linspace(0,2*np.pi,1000), pl, p2, p3, p4, pP5)
pylab.plot(y,-x,"'.")
pylab.show()

https://gwang.umn.edu/story/2020/03/20/How-to-fit-an-elephant.htmil
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Une inspection visuelle des résidus est toujours tres utile



10.002

The devil you know and the one you don’t know
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The
BICEP2 team assumed a polarization fraction of 5% for dust in their field, based on a
preliminary map presented at a conference [9]. A visual comparison of this map with the
new version in [7] suggests that there is imperfect agreement between the two in many regions
and that the polarization fractions are significantly higher in the new maps relative to the
old ones. One reason for the discrepancy is the CIB, which was not corrected for in the
old maps; since CIB is not polarized correcting for it reduces intensity but not polarization,
increasing the polarization fraction.



Fonction de probabilite jointe

On aura souvent a étudier des problemes décrits par un grand nombre de parametres
(un grand nombre de variables aléatoires X1, .., XN)
On introduira donc la densité de probabilité jointe:

Px, . xyn(@1,...,ZN)

/d:l:l . dzNPx, . xn(@1,..,2N) =1
On aura la fonction de répartition jointe

FXl,..,XN(mla ...,ZEN) = P(X1 < L1, ...,XN < CI?N)



Definitions utiles I: Marginale

On défini la distribution de probabilité marginale
PXz(sz) — /diEl da:i_ldilii+1 dZENPXl, ,XN(ZIZl, ,:EN)

On peut aussi marginaliser sur un sous ensemble de variables aléatoires
Px,. .. x;(x1,...,z;) = /dxi—l—l . dzNPx, . xy(T1, oo ,TN)

Pour des variables aléatoires indépendantes, la distribution de probabilité jointe est
le produit des marginales

N
Px1,..xx (@1, zn) = | [ Px. (2:)
i=1



Définitions utiles Il : Conditionnelle

On défini la distribution de probabilité conditionnelle

7D‘Xﬂ)(l, e Xi—1, X415 - ,XN(xi‘xla vee gy Lg—1y Lg41,y --. 7xN)
B Px, .. xny(@1, oo ,ZN)
PXl, oo 3 Xi—1, X041, .- ,XN(:B:l) cvoe Lg—15 Li+1,y --- ,.T/'N)

(P(A,B) = P(A|B)P(B) = P(B|A)P(A))
On peut aussi conditionner un sous ensemble de variables aléatoires sur un autre

Px,. .. xy(@1, «.. ,ZN)

PXl...XZ' |X¢+1,...,XN(£E17 veey Lg aj’H-l? °'7xN) T P .
Xi—l-l) ,XN(xZ+17 7xN)



Définitions utiles Il : la matrice de covariance

La matrice de covariance d’un vecteur aléatoire est définie par

Yijg = (@ — (@)@ — (25))) = (iz;) — (i) (z;)
— /dxl dmN(xi — <x2>)(x,7 - <5Ej>),PX1, ,XN(xh 7CEN)




Matrice de correlation des parametres de Planck https://arxiv.org/pdf/1303.5075.pdf
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Deux remarques :

RN

Indépendance non-correélé

Yij = (x5 —(z:))(x; — (5)))



Deux remarques :

RN

Indépendance

N

non-correlé



Deux remarques :

RN

Indépendance non-correélé
<£Ez> = ()
_ | i = [ dridziziziPx. x.(Ti, 2
Tj = g(a;z) j zidz; T2 Px, x; (%, T;)

dwida:ja:ia:j’PXi (SIIZ')'PXj |X'i (ZEj |£Bz)

d:l?z'dCCjCCiinPXi (332')5(333' _ 9(332))

— — — —_

dx;xig(x;)Px,(z;)

Si g et P sont des fonctions paires et si le domaine d’intégration est symétrique
autour de zéro
Nij =0



Deux remarques :

Corrélation Causalite
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La loi normale multidimensionnelle

Une loi de probabilité multivariée particulierement utile est la loi normale
multidimensionnelle

1 1 _
Pxi,..xn (%1, .., oN) = Px(x) = (27r)N/2\/det—EeXp —5(33 -p)' =z - p)

C’est notamment la forme de beaucoup de fonctions de vraisemblance
en cosmologie



La loi normale multidimensionnelle

Une loi de probabilité multivariée particulierement utile est la loi normale
multidimensionnelle

1 1 _
PXl,--,XN(x17 veey mN) — PX(w) — (27T)N/2\/meXp _i(m — I"’)TZ 1(33 — ”’)

C’est notamment la forme de beaucoup de fonctions de vraisemblance
en cosmologie

Si les données prennent la forme
d; = M;({0}) + n;

/ .

Modele Bruit Gaussien de moyenne 0 et covariance Afij — (nmﬁ

1

L(d|{0}) = (2m)N/2y/det N

exp | ~51d ~ M({6})]"N"[d — M({6})



Pour obtenir la distribution marginale d’un sous ensemble de variables aléatoires
normales, on doit seulement « enlever » les variables sur lesquelles on marginalise du
vecteur qui représente la moyenne et de la covariance

1 1 _
PXlr-,XN(xl? ey CEN) — PX(QU) — (27T)N/2\/dﬂ]—zexp |:_§(w o M)TZ l(w o p’)

H1 (Z11 12 Ziz . Tiv )
= 12 5 291 2299 2293 ... 29N
1N \Zn1 EZne ZN3 . Sy

l

/dxgd:c4 . dNPx,. .. xn(@1, oo ,ZN)

— ! _exp [—l(az —p)'y (z - ﬁ)]

27V det X 2

- 1 ~ 211 2413
_ $
K <#3) (231 233>

Px, xs(x1,23)




Une application de la marginale:
Visualisation des ellipses

1 1 ~
Px, x;(x1,23) = —exp | — (T — ﬁ)TE_l(ﬂlc — )
o 27V det X 2

( — 1)1 X7 (x — fi) Suit une distribution du X2 a deux degrés de liberté
On veut visualiser ’ensemble des I qui ont une probabilité supérieure a 5%
On doit trouver la valeur de y qui satisfait P(y* < y,2) = 95%

On utilise la « Percent point function » aussi appelée fonction quantile

In [1]: from scipy.stats import x

In [2]: chi2.ppf(0.95,2) < 95%
Qutl[2]: 5.991464547107979

In [3]: chi2.ppf(0.68,2) < 68%
Out[3]: 2.27886856637673



Une application de la marginale:
Visualisation des ellipses

L’ensemble des I qui ont une probabilité supérieure a 5% satisferont

~

(x — p)' 2 Hax — 1) < 5.9915

On peut montrer que le contour qui englobe cet ensemble des &L

est une ellipse d’axe M T \/5-9915)%31:
Avec )\z’ les valeurs propres de la matrice de covariance et

€, ses vecteurs propres
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On peut vérifier nos contours en simulant des vecteurs aléatoires a partir de la matrice
de covariance

Cholesky
> =LLT

T () = o+ Lu(k) \
u ~ N(0, )



= 3 4 ~ 1

On peut vérifier nos contours en simulant des vecteurs aléatoires a partir de la matrice
de covariance

10.0

Cholesky

5.0

> = LLT

~ ™M .
Try=p+Lug) <
251
u Y N(O, I) —-5.0 A
7.5 T X2<2.279 (N/Niot=0.68)
2.279 < ¥?<5.9915 (N/N;,:=0.27)
0000 75 50 35 oo 25 50 75 100

X1



La distribution conditionnelle d’une loi normale multidimensionnelle est aussi une loi
normale multidimensionnelle, si on conditionne une partie du vecteur aléatoire

L1 sur une autre partie IL9 et sion note:

T M1 211 212
p— p— 2 p—
* (332) H (H2> (221 2322)

La conditionelle de &1 étantdonné T9 — CB(Q)bS

est une loi normale multidimensionnelle de moyenne

= p1 + X135 (255 — po)

et covariance

> =311 — 21235, Zo



La distribution conditionnelle d’une loi normale multidimensionnelle est aussi une loi
normale multidimensionnelle, si on conditionne une partie du vecteur aléatoire

L1 sur une autre partie IL9 et sion note:

T M1 211 212

p— p— 2:
* <$2> H (Mz) (221 222)
obs

La conditionelle de L] étantdonné o — I

est une loi normale multidimensionnelle de moyenne

p =@+ 31235, (28 @

et covariance

- —1
2= 211 — 2122099 291
La conditionnelle d’un vecteur aléatoire

de moyenne nulle peut avoir une moyenne
non nulle



Une application de la conditionnelle: inpainting
https://arxiv.org/abs/1109.0286
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Reconstructed Map
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Le CMB est un champ Gaussien, ici on suppose que le bruit instrumental est aussi
Gaussien, on conditionne les pixels non observés sur les pixels observés ce qui
permet de prédire leur valeur la plus probable.



Champ aléatoire

Du point de vue de nos modeles cosmologiques, la distribution observée des galaxies
ainsi que les fluctuations de température et de polarisation observées du fond diffus
cosmologique sont contingentes. Nos modeles ne prédisent pas les valeurs

que prennent ces observables, ils prédisent simplement leurs propriétés statistiques



Champ aléatoire

Du point de vue de nos modeles cosmologiques, la distribution observée des galaxies
ainsi que les fluctuations de température et de polarisation observées du fond diffus
cosmologique sont contingentes. Nos modeles ne prédisent pas les valeurs

que prennent ces observables, ils prédisent simplement leurs propriétés statistiques

:: “‘_ % o ) -

i o

-450 450

« Méme univers » du point de vue de LCDM

Ces observables sont donc promus au titre de champs aléatoires



Champ aléatoire

On peut généraliser le concept de variables aléatoires a celui de champ aléatoire
Imaginons un ensemble de variables aléatoires définies pour chaque élément d’une

grille d’un pas donné

P
VERER

f(z1) f(z2)

En notant f, = f(x,.) on peut définir un vecteur f de n variables aléatoires

et sa distribution de probabilité associée { f , P(f )}
Le champ aléatoire peut étre défini comme la limite continue ou le pas de la grille
tend vers zéro



Fonctions de corrélations a n points

Par analogie aux moments d’une variable aléatoire on peut définir les fonctions de
corrélation a n points du champ f(:l:)

E(T1, T2, ..., Tp) = <H f(ivi)> — /DfP[f] Hf(fci)



Le principe cosmologique fait ’hypotheése que les propriétés statistiques de I’Univers
aux grandes échelles sont homogenes et isotropes

Homogénéiteé

(f(®1)...f(xn)) = (f(x1 + b)...f(Tn + b))

Isotropie

Un champ est isotrope autour d’un point z si

(1,2, ..., Tn) E(xy, 25, ..., xh)

x’ z+ R(x — z)



Une prédiction des modeles les plus simples d’inflation (et confirmée largement par
Planck) est que les fluctuations initiales suivent une distribution gaussienne

exp [—%(5i)TC_15i]
v/ det(2mC)

Toute ’'information sur un champ Gaussien est contenue dans sa matrice de
covariance (sa fonction de corrélation a deux points)

Cim = <5i (wl)fsi (Tm))

P(d;) =



Une prédiction des modeles les plus simples d’inflation (et confirmée largement par
Planck) est que les fluctuations initiales suivent une distribution gaussienne

exp [—%((V)TC_l(S":]
v/ det(2mC)

Toute ’'information sur un champ Gaussien est contenue dans sa matrice de
covariance (sa fonction de corrélation a deux points)

Cim = (0"(x1)0"(Tm))
Une combinaison linéaire de champs Gaussiens suit une distribution Gaussienne.
5TCMB(Z — 1100) — .Fl (57', ’UZ)

JF1 est une fonctionnelle qui représente I’évolution des contrastes de densité générés
par Pinflation jusqu’a ’émission du CMB

P(d;) =

om(z=0) = Fp(8",v") + NL

Les phénomeénes non linéaires (comme la gravité) vont générer
des non-gaussiannités, néanmoins, méme dans ce cas
les fonctions de corrélation a 2 points contiennent beaucoup d’information




Matrice de covariance

Cim = (0(x1)d(Tm))



Matrice de covariance

(0(x1)0(2m))
g(ml — mm)

AN

Homogeénéite
La matrice de covariance ne dépend que des positions relatives



Matrice de covariance
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Isotropie
Pas de directionnalité dans la matrice de corrélation



Matrice de covariance
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Matrice de covariance

Cim = (0(x1)d(Tm))
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https://arxiv.org/pdf/1203.6594.pdf



Matrice de covariance
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CMB temperature angular correlation function
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